[MO17] Komplexnéida

Preéo komplexné ¢éisla?

Napr. v rieSeni rovnic. Nie kaZzda rovnica ma v obore realnych &isel rieenie. Napr. pre x| R je
x?+1>0. Z toho v&ak vyplyva, Ze rovnica x?+1=0 nema riesenie v obore realnych Cisel. Preto treba rozsirit
obor realnych ¢isel o taky odbor, v ktorom by toto rieSenie bolo.

Definicia

Definujeme rovnost, suéet a sucin usporiadanych dvojic realnych ¢&isel takto:

(a,b)=(c,d) <=> a=c, b=d
(a,b)x(c,d)=(axc, bxd)
(a,b)*(c,d)=(a*c-b*d, a*d+b*c)

Pod mnozinou komplexnych ¢€isel rozumieme mnozinu vSetkych usporiadanych dvojic realnych ¢&isel
(a,b), a,bl R, pre ktoré platia horeuvedené vztahy. MnoZinu vetkych komplexnych &isel oznacujeme
pismenom C.

Pre sicin a stcet komplexnych ¢isel platia rovnaké zasady ako pre realne Cisla
((c1+c2)*c3=cl*c3+c2*c3).

Komplexné &islo tvaru (a,0) pre a | R je: (a,0) = a, pricom a je reélne &islo ako ho bezne
pozname. Teda mnozina R je podmnozinou C. A teda kazda rovnica méa koren v obore komplexnych

Cisel.
V mnozine C sa nedé zaviest relacia < tak, aby mala vSetky vlastnosti, ktoré ma tato relacia v obore R.

Pre lepSiu predstavu
,Ciselna os ma rozmedzie od minus nekoneéna —= a7
po plus nekoneéno +«. Ked si tuto os predstavime ako
priamku, ktora lezi v rovine, logicky sa spytame, €i aj v 51
inych bodoch roviny okrem bodov tejto priamky m6zeme bal _______
ndjst nejaké &isla. Ukazuje sa, ze ano. Aj v inych 5
miestach roviny sa nachadzaju ¢isla. Tieto ¢isla
nazyvame imaginarne &isla. Dokopy so vSetkymi 27
1
1

lmaginarna os v

Z=a+bhi

realnymi ¢islami tvoria mnozinu vSetkych komplexnych
Cisel. Definoval ich nemecky matematik Gauss a podla
neho sa aj tato rovina Cisel pomenovala Gaussova 5 4 1 .

. ; . . < . . = 141 1 2 3 4 5 Redlmaosx
rovina. Tuto rovinu rozdefuju dve osi - uz spominana
Ciselna os, ktori budeme pokladat za os x (realna os) a 21
na fiu kolma os y (imaginarna os). Obe tieto osi sa
pretinaju v bode [0;0].,,

Uhol ¢ tiez nazyvame amplitida komplexného ¢isla ako orientovany uhol v oblikovej miere.

Komplexné ¢isla sl v podstate ako vektory. S€itavame ich rovnako ako vektory v priestore akurat sucin
a podiel st trochu odlisné, kde dochadza aj k praci s amplitidami €isel.

a

Algebraicky tvar komplexného €isla
Oznacme komplexné ¢&islo (0,1) pismenom i. Toto komplexné ¢&islo sa nazyva aj imaginarna jednotka.
Pretoze plati (a,0) = a:
(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0)*(0,1) = a + b*i
Vyraz a+b* sa nazyva algebraicky tvar komplexného &isla (a,b). Cislo a je redlna a &islo b imaginarna
Cast Cisla.

Imaginarne komplexné = komplexné ¢islo tvaru a+b*i, kde b#0
Rydzo imaginarne &islo = realna ¢ast tohto €isla je rovna nule => b*i, kde b#0

Mocnina

Nech nl N, zI C potom —
n Cinitelov
-> Skuste vypoditat i’

Pre mocniny cisla i platia vztahy:

: : : Ak+2 AK+3 _
i*=1, A = 2= A3 =



Pocitanie s komplexnymi €islami v algebraickom tvare
(at+bi)x(c+di)=(axc) + (bxd)i |pre b,d=0 je to (a+c)
(at+bi)*(c+di)=(a*c-b*d) + (a*d+b*c)i |pre b,d=0 je to (a*c)

a+bi *c+b*dg *c-a*dg
pre (c,d)#(0,0) plati: _:8@. 5 5 9+§) 5 5 9| |pre b,d=0 je to (a/c)
ctdi é& c°+d° g e c+d° g
a+bi_(a+bi)(c- di) (a*c+b*d)+(b*c- a*d)i _@rctbd @rc-ardd
crdi (c+di)(c- di) c? - (di)? c?+d’ @ §c2+d2 o
Absoldtna hodnota komplexného é&isla

(a+bi) =|7=+a® +b
Pre kazdé dve komplexné ¢isla z, v plati:

|2+ £[4+]M. |Z-V|3 IZI-IVI
v =[4* M.

|Z| v® 0+0i

M

Goniometricky tvar komplexného ¢&isla
Zrejme z obrazka (na str.1) plati:

. _a .. _b
cosj =—, sSnj =— potom

| 2
z=a+bi=(a+hi) %:z] ? |Z||——|z| (cosj +i*sinj )

¢o je ziadany goniometricky tvar komplexného €isla. Tento predpis je aj prevodom medzi tvarmi
komplexnych Cisel.

Pocitanie s komplexnymi €islami v goniometrickom tvare
Z;,p a 2,0
2% 2, = *(cos|j +a)+i*sin(j +a))

z _|zl, *(cosj -a)+i*sn( -a))

2 |z

Moivrova veta
Zo vztahu pre sucin komplexnych ¢isel v goniometrickom tvare vyplyva Moivrova veta:

"= * (cosln*j ) +i*sin(n*] )

->podfla tejto vety sa daju odvodit aj vztahy sin2a a cos2a, a to rieSenim (cosa + i*sinox)2

Odmocnina komplexného €isla

Nech z = |z|*(cose + i*sing) je komplexné Eislo. Potom n-t& odmocnina €isla z je n réznych komplexnych
Cisel, ktoré mézeme vypocitat zo vztahu:

Q/E:Q/ﬂ*gecos%H*SiHH—kaQ pre ki {O,L...,n- 1}
e 2

n



Nac€o sa daju komplexné ¢€isla pouzit™?
§ Napr. d4 sa pomocou nich odvodit, Ze neexistuje rovnostranny trojuholnik
Alax,ay],B[bx,by],C[cx,cy], pre ktory by platilo, Ze ax,ay,bx,by,cx,cyl N.
§ Alebo, €o je trochu zabavnejSie na vytvaranie peknych obrazkov typu
Mandelbrotova mnozina:
Pre zaujemcov je tu definicia:

Nech c je ¢ido z komplexng roviny. Nech postupnost’

{20, 21,2, 2, ..}

je dana rekurentne vzt'ahmi:
=0

Z1 = (2))

kdef jefunkciaf(z) = Z +c.
MnozZinu vetkych ¢isel ¢ z komplexnej roviny, pre ktoré je postupnost’ { 2o, z1, 2, s, ...}
ohranicend (t.j. |zn|<2), nazyvame Mandelbrotova mnoZina.

Komplexna jednotka
Komplexné &islo z, pre ktoré plati |z|=1, sa nazyva komplexné jednotka.

Komplexne zdruzené ¢isla
Komplexné ¢&islo a-bi = z sa nazyva zdruzené (konjugované) ku komplexnému ¢&islu a+bi = E . Dalej plati: E) =2z,
z+z=2al R, z*z=a’+b’T R
Pre kazdé dve komplexné Gisla z, v plati:
zZ+v=z+v
Z*V=2z*Vv

Zdroje:
P. Horék, L. Niepel: Prehlad matematiky, Alfa, 1.vydanie, Bratislava 1983.
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