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[MO24] Skumanie vlastnosti funkcie diferencidlnym poétom

Monotonnost funkcie
-Def.:  Nech je funkcia spojitd na intervale | a nech ma vo vnutri intervalu | derivaciu. Potom je

funkcia f na intervale I neklesajica (nerastuca) prave vtedy, ked plati: f (X) 3 O(f (x) £ O) pre
kazdé x z vnutra intervalu |.

Ak by sme vSak chceli skimat ¢i je funkcia monotdnna pre potrebu zistenia, €i sa k nej da vytvorit
inverzna funkcia treba hfadiet na to aby rovnost f ((x) =0 platila pre nanajvys koneény pocet
bodov. To je vlastne postacujlica podmienka rydzomonotonnosti.

Veta (porovnanie hodnét funkcii):Nech su funkcie f a g spojité na intervale {a, b> , hech naintervale
(a, b> maju derivéacie, pre ktoré plati f(x) <g{(x).Nech f(a) £ g(a) . Potom na intervale (a, b>
plati f(X) < g(x)

Vypuklost’ funkcie

Ak mame definovanu saradnicovu sistavu, ma tvrdenie: bod P lezi nad (pod) priamkou p (y = kx + q)
zmysel.

-Def.: Nech funkcia f je definovana na intervale |. Ak pre kazdé tri body x,X»,X3 z intervalu |, pre
ktoré plati: x;<x,<xs, mame: bod P,=(x,, f(x2)) lezi pod (nad) priamkou uréenou bodmi P;=(xy, f(X1)),
P3s=(x3s, f(x3)), alebo lezi na tejto priamke, potom sa funkcia f nazyva konvexna (konkavna) na
intervale .

Ak bod P; lezi vzdy pod (nad) priamkou, uréenou bodmi P, P, tak funkcia f je na intervale |

rydzokonvexnéw (rydzokonkavna i ).

-Veta: Nech funkcia f je na intervale | spojithd a nech mé vo vnutri intervalu | druha derivaciu. Potom
je funkcia f na intervale | konvexné (konkavna) prave vtedy, ked f €(x)3 O (f «(x) £ O) pre kazdé x
z vnltra intervalu I. Ak navy3e rovnost f €(x) = 0 nastava pre nanajvys koneény pocet bodov, potom
je funkcia na intervale | rydzokonvexné (rydzokonkavna).

Inflexny bod

V inflexnom bode funkcia meni vypuklost.

-Def.:  Nech je funkcia f definovana v bode x,. Nech v niektorom lavom okoli bodu x, je
rydzokonvexna (rydzokonk&vna) a v niektorom pravom okoli bodu x, rydzokonkéavna
(rydzokonvexnd). Potom sa bod xo nazyva inflexny bod funkcie f.

Podmienka existencie inflexného bodu: Nech funkcia f ma v bode x tretiu derivaciu. Nech
f €(X,) = O (popripade druha derivacia neexistuje, ale to nieje postacujliica podmienka) a

f@(x,) * 0. Potom funkcia f ma v bode X, inflexny bod.

Extrémy funkcie

-Def.:  Pre lokalny extrém funkcie f v bode xoplati f(X) £ f(x,) (f(X)3 f(X,)). Ak navyse pre
vetky X1 O(x,) (O ako okolie. O =(X,- €, Xy*+€)), plati T (X) < (%) (f(X)>f(x,))
hovorime, Ze funkcia ma v bode X, ostré lokdlne maximum (minimum).

Pre globalny extrém je X,| D;.

Stacionarny bod: pref plati f (x,) =0 pricom XOT D;.

-Veta: Nech funkcia f ma v bode x, lokalny extrém. Potom je xo bud’ stacionarny bod funkcie f, alebo
neexistuje derivacia funkcie f v bode xo. Tato podmienka vSak nieje postacujica (napr. pre f(x):x3),
preto ju treba rozsirit:
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a. Ak existuje lavé okolie bodu XOT D, , v ktorom je funkcia f rasttica (klesajlca) a existuje

pravé okolie bodu xo, v ktorom je funkcia f klesajuca (rastiica), tak potom ma funkcia f v bode
Xo 0stré lok&lne maximum (minimum).

b. Specialne, ak f(X,)=0a f{x,)* O, tak funkcia f ma v bode x, ostry lokalny extrém, a to
i fx,) <O ~ ostré lokalne maximum

i fUx,)>0 ~ ostré lokalne minimum

Asymptoty grafu funkcie
-Def.:  Nech je dana funkcia f. Potom priamka y = kx + ¢ sa nazyva asymptotou so smernicou grafu

funkcie f pre X® ¥ (X® -¥) prave vtedy, ked
im (9 (c+ah =0 {lm (10 oc+a)) =0)

Asymptota so smernicou (teda nie vertikalna) poskytuje velmi dobra predstavu o tom, ako vyzera graf
funkcie v globalnom pojati. Pravdaze ku grafu funkcie existuje najviac jedna asymptota.

fF(x)

Pre k a g asymioty platf: k:me, qlegll((f(x)- kx)).

Priebeh funkcie
Pri skimani priebehu funkcie (vychadzajic z jej vlastnosti) oby€ajne zistujeme:
a. D;

body nespojitosti, intervaly spojitosti

parnost, neparnost, poriodickost funkcie

nulové body, f(x) =0

intervaly monotdénnosti, lokalne extrémy

intervaly, v ktorych je funkcia konvexnd (konkavna), inflexné body
asymptoty

body bez derivécie a pod.

S@me 0T

Lagrangeova veta o strednej hodnote
Nech je funkcia f spojitd v uzavretom intervale {a, b> a nech ma derivaciu v otvorenom intervale

(a,b). Potom existuje taky bod ci (a,b), ze

f(a)- f(b)=(b- a)* f4c) alebo D= TO)_qq
(b- a)

Zdroje:
P. Horék, L. Niepel: Prehlad matematiky, Alfa, 1.vydanie, Bratislava 1983.



